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一类具有逐段常变量扰动系统的渐近概周期解
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摘 要:针对一类具有逐段常变量扰动系统的渐近概周期解的存在性问题进行了研究．具有逐
段常变量的微分方程不仅是微分方程，它还具有差分方程的性质，是离散和连续的统一．利用渐近
概周期函数唯一分解性质，讨论了相关差分方程的渐近概周期序列解，得到了相关方程存在唯一有

界渐近概周期解的条件，然后利用指数二分法及压缩映射原理讨论了所要研究的具有逐段常变量

的扰动系统渐近概周期解的存在性及唯一性．
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Asymptotically Almost Periodic Solutions for a Class of
Perturbed Systems with Piecewise Constant Argument
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Abstract: Existence of asymptotically almost periodic solutions for a class of perturbed systems with piecewise
constant argument is investigated． Differential equations with piecewise constant argument are not only differential
equations，they also have the nature of the difference equations，discrete and continuous unity． Using unique de-
composition theorem of asymptotically almost periodic functions，XUE Han asymptotically almost periodic sequence
solutions of related difference equations are discussed and the conditions of related equations with only bounded as-
ymptotically almost periodic solution are obtained，then by using the exponential dichotomy and contraction mapping
theory，the existence and uniqueness of asymptotically almost periodic solutions of the system is are discussed．
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0 引 言

最早提出概周期函数理论的是丹麦数学家 H
Bohr，H． Bohr发现概周期性是从跨世纪难题黎曼
猜想开始的，并于 1925 － 1926 年在 Acta Math 上发

表了三篇关于概周期理论的文章［1 － 3］． 之后许多学
者开始研究微分方程的概周期型解，具有逐段常变

量的微分方程的概周期解［4 － 6］，渐近概周期解和伪

概周期解［7 － 11］的存在性和唯一性现已经被广泛的

研究，研究方法是利用差分方程的概周期型序列解

讨论了具有逐段常变量的微分方程的概周期型解的



存在性． 自 1974 年 Fink［12］研究了扰动体系dxdt = A

( t) x + εg( t，x，ε) 概周期解的存在性和唯一性后，一
些类似的扰动系统被广大的学者研究，文［13］，
［14］和［15］分别研究了扰动系统

dx
dt = A( t，ε) + f( t) + εg( t，x，ε) ，

dx
dt = A( t) x + f( t，x，μ) + εg( t，x，ε)

dx
dt = A( t) x + f( t，x) + εg( t，x，ε)

概周期解的存在性．将逐段常变量和扰动系统
结合起来的微分方程更具有广泛应用性，文［16］研
究了具有逐段常变量扰动系统的概周期解的存在

性，但目前，利用差分方程的渐近概周期序列解研究

具有逐段常变量扰动系统渐近概周期解的存在性问

题的文献却很少，本文针对方程( 1) 做了研究．
y'( t) = A( t) y( t) + B( t) y( ［t］) + f( t) +

εg( t，y( t) ，y( ［t］) ，ε) ( 1)

1 预备知识

定义 1［17］ 函数 f: Ｒ→Ｒq 称为概周期的，如果

ε ＞ 0，f的 ε －平移集 T( f，ε) = { τ∈Ｒ: | f( t + τ)
－ f( t) | ＜ ε，t∈Ｒ}在 Ｒ中相对稠密． τ称为 f的 ε
－平移数．用 AP( Ｒ) 表示所有满足这样条件的函
数集合．
定义 2［17］序列{ x ( n) } n∈Z称为概周期的，如果

ε ＞ 0，它的 ε －平移集 T( x，ε) = { τ∈Z: | x( n +
τ) － x( n) | ＜ ε，n∈Z}在 Z上相对稠密． τ称为 x
的 ε －平移数．用 AP( Z) 表示所有满足这样条件的
序列的集合．
定义 3［17］函数 f∈C( Ｒ，Ｒq ) 被称为是渐近概周

期的，如果 f( x) = g( x) + φ( x) ，其中 g( x) ∈AP( Ｒ，
Ｒq ) ，( x) ∈C0 ( Ｒ，Ｒ

q ) = { φ( x) : lim
x→∞

| φ( x) | = 0} ，

用 AAP( Ｒ) 表示所有满足这样条件的函数的集合．
定义 4［17］序列{ xn} n∈Z称为渐近概周期的，如果

x( n) = x1 ( n) + x2 ( n) ，其中 x1 ( n) ∈AP( Z，Ｒq ) ，x2
( n) ∈C0 ( Z，Ｒ

q ) = { x( n) : lim
x→∞

| x( n) | = 0，n∈z} ，用

AAP( Z) 表示所有满足这样条件的序列的集合．
定义 5［18］函数 y: Ｒ→Ｒq 是方程( 1 ) 的一个解，

是指它满足:

( i) y在 Ｒ上是连续的;
( ii) y的导数 y'在 Ｒ 上( 除了在 t = n，n∈Z) 存

在，在 t = n，n∈Z处单侧导数存在;
( iii) y在区间( n，n + 1) ，n∈Z内满足方程( 1) ．
考虑方程

y'( t) = A( t) y( t) + B( t) y( ［t］) + f( t) ， t∈Ｒ
( 2)

令 X( t) 是方程 x'( t) = A( t) x( t) ，t∈Ｒ 的基本
矩阵解．满足 X( 0) = I，I是单位矩阵．
显然，如果 y ( t ) 是方程 ( 2 ) 的一个解，则 { y

( n) } n∈Z满足非齐次差分方程

y( n + 1) = C( n) y( n) + h( n) ，n∈Z ( 3)
其中

C( n) = X( n + 1) X－1 ( n)[ +

∫
n+1

n
X －1 ( u) B( u) d ]u ，n∈ Z

h( n) = X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) f( u) du，n∈ Z

定义 6［19］ 对于 n∈Z，假设 C( n) 是一个可逆
的 n × n矩阵，称线性差分方程

y( n + 1) = C( n) y( n) ( 4)
在 Z上有一个指数二分，如果存在正常数 K，α

和一个映射 P( P2 = P)
满足

|Y( n) PY － 1 ( m) |≤Ke － α( n － m) ，n≥m．
|Y( n) ( I － P) Y － 1 ( m) |≤Ke － α( m － n) ，m≥n．
这里的 Y( n) 是差分方程( 4) 的基本矩阵解，并

满足 Y( 0) = I．
称下列线性微分方程

y'( t) = A( t) y( t) + B( t) y( ［t］) ( 5)
有一个指数二分，如果差分方程 ( 4 ) 有一个指

数二分．
引理 1［17］函数 g: Ｒ × Ｒq × Ｒq 被称作是关于 t在

Ｒ × Ｒq × Ｒq 上的一致渐近概周期函数，当且仅当存

在唯一的函数 g1∈AP( Ｒ × Ｒq × Ｒq ) 满足 g － g1∈C0

( Ｒ × Ｒq × Ｒq ) ．
引理 2［17］序列 xn∈AAP ( Z，Ｒq ) 的充分必要条

件是存在一个函数 f ( x) ∈AAP ( Ｒ，Ｒq ) 使 f ( n) = x
( n) ，n∈Z．
引理 3［17］假设线性差分方程( 4) 在 Z 上有指数

二分，且有正常数为 K和 α．令{ h( n) } n∈Z是有界序

列，那么非齐次差分方程( 3 ) 在 Z 上有唯一的有界
解 y( n) 并且对所有的 n，| y( n) |≤K( 1 + e － α ) ( 1 －
e － α ) － 1 sup

n∈Z
| h( n) | ．

引理 4［4］( i) 存在 K0 ＞ 0，满足
|X( t) X － 1 ( s) |≤K0，0 ＜ t － s≤1
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( ii) A( t) ∈AAP( Ｒ，Ｒq ) ，从而存在 Ｒ 的有界子
集 Cε 和相对稠子集 Pε = T ( A，ε) ，当 τ∈T ( A，ε)
时有:

|X( t + τ) X － 1 ( s + τ) － X( t) X － 1 ( s) |≤K0εe
M，

0 ＜ s － t≤1，s∈Ｒ /Cε

引理 5［17］假定 A( t) 是概周期函数，则{ X( n +
1) X － 1 ( n) : n∈Z}是概周期序列．
引理 6［17］假定 A( t) 是概周期函数，则对于任意

概周期函数 f( t) ，

h( n) = X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) f( u) du

是概周期序列．
引理 7［17］假定 C( n) ，h( n) 是概周期序列． ( 4)

在 Z上有指数二分，则非齐次差分方程( 3)
有概周期序列解．
引理 8［17］假定 A( t) ，B ( t) ，f( t) 都是概周期函

数，且方程( 5) 满足指数二分，则方程( 2) 有唯一的
概周期解．
引理 9［20］假定 B( t) 是概周期函数，则 C( n) 是

概周期序列．

2 主要结果及证明

推论 1:假定 A( t) 是概周期函数，f( t) 是渐近概
周期函数，则序列 h( n) 是渐近概周期序列．
证明:由 f( t) 是渐近概周期函数
则

f( t) = g( t) + φ( t)
其中

g( t) ∈AP( Ｒ) ，φ( t) ∈C0 ( Ｒ)

h( n) = X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) f( u) du =

X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) ［g( u) + φ( u) ］du =

X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) g( u) du + X( n +

1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) φ( u) du

由引理 6 有

X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) g( u) du∈ AP( Z)

下证

X( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) φ( u) du∈ C0 ( Z)

由 X( n + 1) ∫
n+1

n
X－1( u) φ( u) du = ∫

n+1

n
X( n +

1) X －1 ( u) φ( u) du ≤ K0∫
n+1

n
| φ( u) | du

及 φ( x) ∈ C0 ( Ｒ) 可得 K0∫
n+1

n
| φ( u) | du→0，

当 n→ ∞ 时
综上，h( n) 是渐近概周期序列．
命题 1:假定 C( n) 是概周期序列，h( n) 是渐近

概周期序列，( 4) 在 Z 上有指数二分性，则差分方程
( 3) 的有界解是渐近概周期序列．
证明:方程 ( 3 ) 满足指数二分，则方程有有界

解，解的形式为

y( n) = ∑
m∈Z

G( n，m + 1) h( m) ，n∈ Z．

其中

G( n，m + 1) =
Y( n) PY － 1 ( m + 1) ，m + 1≤n
－ Y( n) ( I － P) Y － 1 ( m + 1) ，n ＜m{ + 1

由于 h( n) 为渐近概周期序列，则

y( n) = ∑
m∈Z

G( n，m + 1) ［h1 ( m) + h2 ( m) ］

其中

h1 ( m) ∈AP( Z) ，h2 ( m) ∈C0 ( Z)
令

I1 = ∑
m∈Z

G( n，m + 1) h1 ( m)

I2 = ∑
m∈Z

G( n，m + 1) h2 ( m)

则有

I2 = ∑
n－1

m = －∞
Y( n) PY－1 ( m + 1) h2 ( m) － ∑

∞

m = n－1
Y( n) ( I －

P) Y－1 ( m + 1) h2 ( m) ，∑
n－1

m = －∞
Y( n) PY－1 ( m +

1) h2 ( m) = ∑
－N

m = －∞
Y( n) PY－1 ( m +

1) h2 ( m) + ∑
n－1

m = －N
Y( n) PY－1 ( m + 1) h2 ( m) ≤

∑
－N

m= －∞
Ke－α( n－m+1) | h2( m) | +∑

n－1

m= －N
Ke－α( n－m+1) | h2( m) |≤

K e－α( n+N+1)

1 － e－α | h2( m) | + K e－α( n+N+1) ( 1 － e－α( n+N) )
1 － e－α

| h2( m) |→0，当 n→∞ 时．
同理可证 I2 的后一部分也趋于 0，当 n→∞时，
所以 I2∈C0 ( Z) ．
由引理 7 有 I1∈AP( Z) ．
命题得证．
命题 2:假定 A( t) ，B( t) 是概周期函数，f( t) 是

渐近概周期函数，方程( 5) 满足指数二分性，则方程
( 2) 有唯一的渐近概周期解．
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证明:由常数变分公式知方程( 2) 的解满足

y( t) = X( t) X－1 ( n) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d[ ]u y( n) +

X( t) ∫
t

n
X －1 ( u) f( u) du，t∈ Ｒ

显然序列{ y( n) }满足非齐次差分方程( 3)
由命题 1，上述非齐次差分方程有渐近概周期

序列解{ y0 ( n) } ，| y0 ( n) |≤β，n∈Z．
由 y0 ( n) 的唯一性，有 y0 ( n) = y( n) ．
下证 y( t) 是方程的渐近概周期解
由 A( t) ，B( t) ∈AP( Ｒ) ，f( t) ∈AAP( Ｒ) ，y( n) =

y0 ( n) ∈AAP( Z) ，
则

f( t) = f1 ( t) + f2 ( t)
其中

f1 ( t) ∈AP( Ｒ) ，f2 ( t) ∈C0 ( Ｒ)
y( n) = y1 ( n) + y2 ( n)

其中

y1 ( n) ∈AP( Z) ，y2 ( n) ∈C0 ( Z)

y( t) = X( t) X－1 ( n) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d[ ]u y( n) +

X( t) ∫
t

n
X －1 ( u) f( u) du = X( t) X－1 ( n)[ +

∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d ]u ( y1 ( n) + y2 ( n) ) +

X( t) ∫
t

n
X －1 ( u) ( f1 ( u) + f2 ( u) ) du =

X( t) X－1 ( n) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d[ ]u y1 ( n) +

X( t) X－1 ( n) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d[ ]u y2 ( n) +

X( t) ∫
t

n
X－1( u) f1( u) du +X( t) ∫

t

n
X－1( u) f2( u) du

由引理 8 知

X( t) X－1 ( n) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d[ ]u y1 ( n) +

X( t) ∫
t

n
X －1 ( u) f1 ( u) du∈ AP( Ｒ)

下证

X( t) X－1 ( n) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d[ ]u y2 ( n) +

X( t) ∫
t

n
X－1( u) f2( u) du∈ C0( Ｒ) X( t) X－1( n)[ +

∫
t

n
X－1( u) B( u) d ]u y2( n) ≤ ( K0 +K0M) | y2( n) |→0，

当 t→∞ 时

X( t) ∫
t

n
X－1( u) f2( u) du ≤ K0∫

t

n
f2( u) du →0，当 t

→∞ 时
综上，y( t)是渐近概周期函数．

假设y( t)是方程另外一个渐近概周期解，那么y( n)

是差分方程( 3) 的渐近概周期解，由唯一性有y( n) = y

( n) ，n∈Z，这就蕴含y( t) = y( t) ，t∈Ｒ，即方程有唯一
的渐近概周期解．
在下面的研究中，假定

max | |A( t) |，|B( t) |，|f( t){ }| | ≤M
定理3 令 r0 = supt∈Ｒ

|φ0( t) |，其中 φ0( t)是逐段常变

量非齐次微分方程( 2)在 Ｒ上的唯一渐近概周期解，当
下列条件成立时:

( H1) ． g( t，y( t) ，y( ［t］)，ε)是关于 t在 Ｒ × S × S ×
［0，ε0］上的一致渐近概周期函数，对每个固定参数 ε一
致有界，且满足 Lipschitz条件

|g( t，x1，y1，ε) －g( t，x2，y2，ε) |≤
M0( ε0) ［|x1 －x2 | － |y1 －y2 |］

其中( t，x1，y1，ε) ，( t，x2，y2，ε)∈Ｒ × S × S ×［0，ε0］，S是
Ｒq 的紧子集 S．
( H2) ． A( t) ，B( t)是概周期函数，f( t)是渐近概周期

函数，方程( 5)满足指数二分．
那么，对于任意的常数 r ＞ r0 ＞0，存在一个充分小的

ε0 =ε0( r) ＞0满足方程( 1)有唯一渐近概周期解 y( t，ε)
在 φ0( t)的 r领域内，对于每个固定的 ε∈［0，ε0］． 并且，
如果 g( t，y( t) ，y( ［t］)，ε)在( t，y( t) ，y( ［t］)，ε)∈Ｒ × S
×S ×［0，ε0( r) ］上一致连续，那么 y( t，ε)关于 ε连续，且

lim
ε→0

y( t，ε) =φ0( t)

证明:设 y是方程( 1)的解，令 x =y －φ0( t)
则

dx
dt =

dy
dt －

dφ0( t)
dt =A( t) x( t) +B( t) x( ［t］) +

εg( t，x( t) +φ0( t) ，x( ［t］) +φ0( ［t］)，ε) ( 6)
令 B =B( r，ε) = { φ( t，ε)∈C( Ｒ ×［0，ε0］，Ｒq )对任

意固定的 ε∈［0，ε0］，φ( t，ε)是渐近概周的，|φ( t，ε) |≤
r}
对于每一固定的ε∈［0，ε0］，B =B( r，ε)是完备的矩

阵空间，在 Ｒq 上定义范数|·| = sup
t∈Ｒ

|·| ．

对任意的 φ( t，ε)∈B，由命题2下述方程
x'( t) =A( t) x( t) +B( t) x( ［t］) +εg( t，φ( t，ε) +

φ0( t) ，φ( ［t］，ε) +φ0( ［t］)，ε) ( 7)
有唯一的渐近概周期解．
由常数变分公式，解 Tφ( t，ε)可表示成

Tφ( t，ε) = X( t) X－1( n) + ∫
t

n
X－1( u) B( u) d[ ]u Tφ( n，ε) +
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εX( t) ∫
t

n
X －1 ( u) g( u，φ( u，ε) +

φ0 ( u) ，φ( n，ε) + φ0 ( n) ， )ε du ( 8)

其中，t∈Ｒ，n =［t］，n ＜ t≤n + 1
显然，序列{ Tφ( n，ε) }满足非齐次差分方程

y( n + 1) = C( n) y( n) + εh( n，ε) ( 9)
其中，

C( n) = X( n + 1) X－1 ( n)[ +

∫
n+1

n
X －1 ( u) B( u) d ]u

εh( n，ε) = εX( n + 1) ∫
n+1

n
X －1 ( u) g( u，φ( u，ε) +

φ0 ( u) ，φ( n，ε) + φ0 ( n) ，ε) du
由引理 3 和命题 1 知，差分方程 ( 7 ) 有唯一的

渐近概周期解 y0 ( n，ε) 且
Tφ( n，ε) = y0 ( n，ε)

下面证明 Tφ( t，ε) ∈B．首先证明 |Tφ( t，ε) |≤r
我们可以选择 Lipschitz 常数 M0 ( ε) 是关于 ε

的非减函数，选择充分小的 ε1 满足

2K0［K0 ( M + 1) K( 1 + e － α ) ( 1 － e － α ) － 1 +
1］εM0 ( ε) ＜ 1，ε∈［0，ε1］ ( 10)

由 g有界，令
| g( t，x1，y1，ε) |≤M1，

( t，x1，y1，ε) ∈Ｒ × S × S ×［0，ε1］

选择充分小的 ε0 ( r) 满足 ε0 ( r) ≤ε1

K0［K0 ( 1 +M) K( 1 + e － α ) ( 1 － e － α ) － 1 +
1］εM1≤r，ε∈［0，ε0 ( r) ］ ( 11)
由引理 3

|Tφ( n，ε) |≤K( 1 + e － α ) ( 1 － e － α ) sup
n∈Z

| εh( n，ε) |

( 12)
其中

| εh( n，ε) | = εX( n + 1) ∫
n+1

n
X－1( u) g u，φ( u，ε( ) +

φ0( u) ，φ( n，ε) + φ0( n) ，)ε du ≤ εK0M1

那么，对任意的 φ( t，ε) ∈B，ε∈［0，ε0 ( r) ］，由式
( 8) ( 11) ( 12)可得，

|Tφ( t，ε) |≤K0( 1 +M) |Tφ( n，ε) | +K0εM1≤
K0 K0( 1 +M) K( 1 + e

－α[ ) ( 1 － e －α) －1 +
]1 εM1≤r，ε∈［0，ε0］ ( 13)

其次，要证明 Tφ( t，ε)是渐近概周期的．
由

A( t) ，B( t)∈AP( Ｒ) ，g( t，y( t) ，y( ［t］) ，ε) ∈AAP
( Ｒ) ，Tφ( n，ε)∈AAP( Z)
则

g( t，y( t) ，y( ［t］) ，ε) = g1( t，y( t) ，y( ［t］) ，ε) +
g2( t，y( t) ，y( ［t］) ，ε)

Tφ( n，ε) =Tφ1( n，ε) +Tφ2( n，ε)
其中

g1∈AP( Ｒ ×Ｒq ×Ｒq ×Ｒ) ，g2∈C0( Ｒ ×Ｒq ×Ｒq ×Ｒ)
Tφ1( n，ε)∈AP( Z) ，Tφ2( n，ε)∈C0( Z)

Tφ( t，ε) =X( t) X －1( n) + ∫
t

n
X－1( u) B( u[ ) d ]u Tφ1( n，ε) +

X( t) X－1 ( n[ ) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d ]u Tφ2 ( n，ε) +

εX( t) ∫
t

n
X －1 ( u) g1 u，φ( u，ε( ) + φ0 ( u) ，φ( n，ε) +

φ0 ( n) ， )ε du + εX( t) ∫
t

n
X －1 ( u) g2 u，φ( u，ε( ) +

φ0 ( u) ，φ( n，ε) + φ0 ( n) ， )ε du

固地有

I2 = X( t) X－1 ( n[ ) + ∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d ]u Tφ2 ( n，ε) +

εX( t) ∫
t

n
X－1( u) g2 u( ，φ( u，ε) + φ0( u) ，φ( n，ε) +

φ0 ( n) ， )ε du∈ C0 X( t) X －1 ( n)[ +

∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d ]u Tφ2 ( n，ε) ≤ ( K0 +

K0M)
t

n
·| Tφ2( n，ε) →|

t→∞
0，t∈Ｒ，n∈［t］，n ＜

t≤ n + 1 εX( t) ∫
t

n
X －1 ( u) g2 u，φ( u，ε( ) +

φ0( u) ，φ( n，ε) + φ0( n) ，)ε du ≤

εK0∫
t

n
g2( u，φ( u，ε) ) + φ0( u) ，φ( n，ε) +

φ0( n) ， )ε d →u
t→∞

0，n ＜ t≤ n + 1

所以 Tφ( t，ε) 是渐近概周期的，进而
Tφ( t，ε) ∈B

下面证明 T是到自身的压缩映射．
对于任意的

φ( t，ε) ∈B，ψ( t，ε) ∈B，ε∈［0，ε0 ( r) ］
Tφ( t，ε) － Tψ( t，ε) = X( t) X－1 ( n)[ +

∫
t

n
X －1 ( u) B( u) d ]u Tφ( n，ε) － Tψ( n，ε ][ ) +

εX( t) ∫
t

n
X－1( u) g u，φ( u，ε([ ) + φ0( u) ，φ( n，ε) +

φ0 ( n) ， )ε － g( u，ψ( u，ε) + φ0 ( u) ，ψ( n，ε) +

φ0 ( n) ，ε ]) du，n ＜ t≤ n + 1．

则

|Tφ( t，ε) － Tψ( t，ε) |≤2K0 K0 ( M + 1[ ) K( 1 +
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e － α ) ( 1 － e － α ) － 1 ]+ 1 × εM0 ( ε) |φ( t，ε) －
ψ( t，ε) |，t∈Ｒ．
由式( 10) ，T: B→B是一个压缩映射，蕴含着存

在唯一的 x( t，ε) ∈B，满足
Tx( t，ε) = x( t，ε) ，因为 x ( t，ε) = y ( t，ε) － φ0

( t) ，所以 y( t，ε) 是方程( 1 ) 的唯一渐近概周期解，
满足

| y( t，ε) － φ0 ( t) | = | x( t，ε) |≤r
因此，有lim

ε→0
y( t，ε) = φ0 ( t) ．

3 结 语

本文对具有逐段常变量的扰动系统的渐近概周

期解进行了研究，结合相关的差分方程的渐近概周

期序列解，并利用指数二分法和压缩映射原理证明

了一类具有逐段常变量扰动微分方程在一定的条下

存在唯一的渐近概周期解．
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